ВЕКТОРЫ В ФИЗИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ

Мекерова Ф.М.
учитель физики
Данная  работа посвящена рассмотрению  математических приёмов при решении физических задач, а именно: использованию векторов и решению уравнений и их систем.  Изучая математику, мы не всегда задаёмся вопросом: в каких конкретных случаях нам предстоит применять полученные знания? А решая задачи по физике, считаем, что кроме физических законов нам ничего не потребуется. Но физика тесно связана с математикой: при решении задач применяются преобразования формул; геометрические построения;  устанавливаются функциональные зависимости, связывающие физические величины. Для физика-исследователя математическая и физическая части решения задачи не являются отдельными и независимыми, физик должен в совершенстве владеть математическим аппаратом.
Актуальность данной работы заключается в создании набора практико-ориентированных физических задач, которые могут быть решены с использованием математических законов. Такие задачи демонстрируют проникновение математики в другие науки, её универсальность.  Применение стандартных математических моделей и их исследование при изучении явлений окружающего мира демонстрирует прикладной характер математики и необходимость её изучения и понимания.
Цель работы – выявление класса задач по физике, тесно связанных с математикой. В школьной программе данные задачи рассматриваются на уроках физики с 8 по 9 класс, но они могли бы решаться и на уроках математики, демонстрируя межпредметные связи и помогая усвоить одновременно материал по двум предметам.
Основными задачами, поставленными при написании данной работы, были: повысить интерес к изучению точных наук, а также – использовать результаты на уроках математики, продолжать исследование на примерах более сложных задач.
§1.  Векторные величины.
Действия над коллинеарными векторами
Мы знаем, что в физике много векторных величин. Выбрав систему отсчёта, мы сможем выполнять действия над векторами: складывать, вычитать, находить проекции на оси.  При выполнении этих  действий нам поможет знание правил работы с геометрическим вектором, а также умение решать уравнения и их системы.
Задача 1
Тело брошено с поверхности земли вертикально вверх с начальной скоростью  [image: image2.png]


, 

[image: image1.png]


а другое падает с высоты h без начальной скорости. Движения начались одновременно и  происходят по одной прямой. Найти начальную скорость первого тела, если через промежуток времени t после начала движения расстояние между телами равно S. 

Решение:

При свободном падении закон перемещения имеет вид:

[image: image4.png]S = Vn't+%




В момент времени  t  координаты 

первого и второго тел равны.

Для первого тела:

[image: image5.png]



Для второго тела: 

[image: image6.png]



Т.к. движение происходит одновременно, то [image: image8.png]


 А т.к. начальная скорость второго тела равна  0, то соответствующую ординату можно записать:  [image: image10.png]


.

Расстояние между телами равно S,  т.е. равно разности их ординат:

[image: image11.png]h
S=y: Y1 =h—Vot = V=




Ответ: [image: image13.png]


.

Задача 2
Колонна мотоциклистов движется по шоссе со скоростью V = 10 м/с, растянувшись на расстояние  l = 5 000 метров. Из хвоста и головы колонны одновременно выезжают навстречу друг другу два мотоциклиста со скоростями  [image: image15.png]V, = 20Mm/c



  и 

[image: image17.png]V, =15 m/c



. За какое время первый достигнет головы колонны, а второй – хвоста? 

Решение:

Введём систему координат (в данном случае достаточно одной оси).

[image: image18.png]V! n V/ — cxopocru B ABmKymeiica cucreme, V
— CKOPOCTS CHCTeMBI (KONOHHEL)




[image: image247.png]



Согласно закону сложения скоростей  [image: image20.png]


,[image: image22.png]


 ,  откуда

[image: image23.png]



Найдём проекции этих векторов на ось ОХ:

[image: image24.png]v/ =
V-V




[image: image26.png]


 

Тогда  [image: image28.png]V=V, +V




Уравнение координаты  x(t)  имеет вид: [image: image30.png]X(t) =Vt




Координата первого мотоциклиста  [image: image32.png](V; = V)t




Координата второго  [image: image34.png]X, = (V, + V)t




[image: image36.png]


 момент  времени, когда первый мотоциклист достигнет головы, а  [image: image38.png]



когда второй достигнет хвоста, его координата равна  x(t)   равна  l,  т.е.

[image: image39.png]X, (t,)

X, (t,)

OTCI0Ai3




[image: image40.png]



[image: image41.png]t; =500¢ t, =200c




Ответ: 500  и  200 с.

Задача 3
Через блок, массой которого можно пренебречь, перекинута невесомая нить, к концу которой подвешены грузы  [image: image43.png]m; ¥ m,



. Начальные скорости грузов равны  0. Каково перемещение грузов за время  t? Какова сила натяжения нити?

Решение:

Согласно второму закону Ньютона, уравнение движения каждого груза имеет вид:

[image: image248.png]


[image: image45.png]T, + m,g = m,a;




[image: image46.png]T, + m,g = m,3,




Т.к. нить нерастяжима,  то [image: image48.png]



тогда в проекции на ось  OY:

[image: image49.png]T—m;g=m,a

b mE




Вычтем из первого уравнения второе:

[image: image50.png]T(m, — m,)g = a(m; + m,)




[image: image51.png]—g(m; —m,)
m; +m,





Уравнение для координаты  y:   [image: image53.png]


.

В момент времени  t  y = S,  таким образом модуль перемещения равен:

[image: image54.png]at’ _ —g(m; —my)t?
T2 (my+m,)-2




А сила натяжения нити тогда равна (решили систему уравнений):

[image: image55.png]2m,m,g

T:m,(nga):mler2




Ответ: [image: image57.png]g — T8 —my)t
S~ .
L +m)2



,  [image: image59.png]2Zm,myg

m,+m,



.

§2.  Векторные величины.

Действия над неколлинеарными векторами. Нахождение проекций векторов
Задача 1

[image: image249.png]


С какой скоростью и по какому курсу должен лететь самолёт, чтобы за время, равное 1 час, пролететь точно на север путь 180 км, если во время полёта дует северо-западныё ветер под углом  30 градусов к меридиану и со скоростью 8м/с?

Дано: 

t = 1ч = 3600с

S=180км=1,8∙[image: image61.png]10°m




α = 30°
[image: image63.png]


 =8м/с

Найти: 

[image: image65.png]


 -?

∠ OMN-?

Решение:

Самолёт участвует в двух движениях: со скоростью V  относительно воздуха и со скоростью [image: image67.png]


вместе с воздухом относительно земли. По условию задачи скорость [image: image69.png]


 направлена на юго-восток под углом 30° к меридиану. 

Скорость самолета относительно Земли [image: image71.png]


=[image: image73.png]


50м/с. 

Эта скорость направлена на север (по условию). 

По правилу сложения векторов: [image: image75.png]V, =V, +V




Из чертежа видно, что самолет должен держать курс на северо-запад под углом OMN к меридиану.

Применим теорему косинусов для треугольника OMN:

[image: image77.png]v



 = [image: image79.png]


+[image: image81.png]Vi—2V,V, - cos(180° — a)



= [image: image83.png]


+[image: image85.png]Vi+ 2V,



∙[image: image87.png]cos(a)




[image: image89.png]V=/VZ+VZ+2V,V,cosa ~ 57



м/с

Теперь вычислим угол OMN (курс самолёта) по теореме синусов:

[image: image90.png]Vi A7)

A
— == inZOMN = — si 0,07
SnZOMN _ sin(180°—a@) o™ v Sima s 0,




[image: image92.png]£0OMN = 4°



 

Ответ: [image: image94.png]V ~ 57



м/с, [image: image96.png]£0OMN = 4°



 .

Есть задачи на оптимизацию (в которых требуется найти наибольшее или наименьшее значение величины). Они актуальны, т.к. помимо решения предполагается проведение анализа ситуации.

Задача 2
Катер пересекает реку, скорость течения которой  [image: image98.png]


, а скорость катера относительно воды [image: image100.png]


. Под каким углом к  берегу должен идти катер, чтобы пересечь реку за минимальное время по кратчайшему пути?

Решение:

[image: image102.png]V=V, +V,



 - скорость катера относительно системы координат.

Найдём проекции вектора [image: image104.png]-




[image: image250.png]


на оси  ОХ  и  OY:

[image: image105.png]Ve =Vycosa+V,;
{Vyzvzsina+0




Зависимость координаты катера 

от времени  x(t):

[image: image107.png]x (1) = Vt



,  тогда

[image: image108.png]{x (V3 +V; cos o)t
y=V,sinat




Катер пристанет к берегу в момент времени   [image: image110.png]


,  когда  y = l,  где  l – ширина реки, т.е.  [image: image112.png]V, sinat,



   и   [image: image114.png]


.

Время будет минимальным, если sin α – максимальный, т.е.  sin α = 1 и тогда [image: image116.png]


,

α = 90°.

Чтобы путь был кратчайшим,  абсцисса х должна равняться 0, т.е.

[image: image118.png](V; +V,cosa)t =0 =V, +V,cosa=0 u cosa =




т.е.

у катера должен быть такой курс, чтобы  α > 90°   и  [image: image120.png]|cos |



.

Ответ: реку можно пересечь по кратчайшему пути при условии: α > 90°   

и  [image: image122.png]|cos |



.

Задача 3
Самолёт летит горизонтально со скоростью 360км/ч на высоте 490м. Когда он пролетает над точкой А, с него сбрасывают груз. На каком расстоянии от точки А груз упадёт на Землю? С какой скоростью и под каким углом к горизонту груз упадёт на землю?

[image: image251.png]


Дано: [image: image124.png]


=360км/ч

            [image: image126.png]


= 490м

Найти: АВ-?

              V-?

              α -?

Решение: 

Направим ось ОX – горизонтально, ОY – вертикально, начало координат поместим в точку А.

 Уравнения движения груза: 

OX: x=[image: image128.png]


t

OY: y =[image: image130.png]Yn*Ltz



 ,где [image: image132.png]Vo



= h

Т.е. движение груза состоит из равномерного движения в горизонтальном направление и свободного падения в вертикальном направлении.
С точки зрения математики –  мы решаем систему уравнений.

Для точки  В  уравнения примут вид:

[image: image133.png]Xp =
\
oty
;0
—h-
g
=
t.
=
-




[image: image134.png]AB=V,t; =V, |—=10%u




Теперь найдём скорость падения: [image: image136.png]V=V,+V, = V= [VZ+V



 (выполнили переход от векторных величин к скалярным), при этом [image: image138.png]



[image: image140.png]= 140M/c



 .
Угол падения на землю определяется из соотношения в прямоугольном треугольнике:

[image: image142.png]tga—"2 — L o _ grerg

Vo Vo Vo



≈45°.
Вывод: при решении задачи нам пригодилось знание законов движения и правила работы с векторными величинами; а также нахождение угла в прямоугольном треугольнике.

Ответ: расстояние АВ = [image: image144.png]10%m, V = 140



м/с, α = 45°.

Рассмотрим ещё одну задачу, в которой также требуется разложение вектора и расчёт углов.
Задача 4
Бомбардировщик пикирует на цель под углом 60 градусов к горизонту со скоростью [image: image146.png]


=540км/ч и сбрасывает бомбу на высоте h = 600м. 

На каком расстояние S от цели, в горизонтальном направлении, надо сбросить бомбу, чтобы она попала в цель?  Сопротивление воздуха не учитывать.

[image: image252.png]



Дано: [image: image148.png]


=540км/ч

            h =600м

            α =60°
Найти:  S – ?

Решение:

Выберем систему координат, как показано на рисунке.

Начальные условия: [image: image150.png]


=0,   [image: image152.png]Vo



=0,    [image: image154.png]


=[image: image156.png]V, cosa



,    [image: image158.png]


=[image: image160.png]V, sina



.

Как в предыдущей задаче, зависимость координат бомбы от времени можно выразить системой уравнений:

[image: image161.png]x=V,cosa-t;

.
y=Vpsina-t+ ET




Бомба попадет в цель в некоторый момент времени [image: image163.png]


, при этом y = h, x = S.

Получим:  h =[image: image165.png]V, sina -



t+ [image: image167.png]


, 
с точки зрения математики, нами получено квадратное уравнение относительно переменной  t.
g[image: image169.png]


+ 2[image: image171.png]Vosinat; —



2h = 0

Решая его, получим:

[image: image173.png]~Vosina+ VEsina+2gh

g




  (нам подходит только данный корень, т.к.  [image: image175.png]t; >0



)

Подставив полученное значение  [image: image177.png]


в первое уравнение системы, получим:

 x = S = [image: image179.png]g



 ≈ 490 м 
Ответ: S ≈ 490 м.
При решении физической задачи нам могут потребоваться формулы площадей и объёмов геометрических фигур.
Задача 5
Определить скорость и ускорение точки, находящейся на поверхности Земли на широте 54 градуса, принимая во внимание только вращение Земли вокруг оси. Радиус  Земли – 6400 км.

[image: image253.png]V—CcKOpOCTb KOJIOHHBI

—_—

XBOCT | Aswkyllasics

cuctema koopauHat

(0]
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Bbl€3Aa MOTOLMKNNCTOB
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Дано: 

R=6400км=6.4 [image: image181.png]-10°



м

φ = 54°

T=24ч= 86400с

Найти: V – ?   а – ?

Решение: 
Пусть данная точка М находится на окружности радиуса  r, тогда

V=[image: image183.png]


,  r – радиус окружности сечения земной сферы плоскостью, проходящей через точку М с широтой 54°  перпендикулярно вращению оси Земли; [image: image185.png]2mr



 - траектория движения;  Т – время одного полного оборота Земли.

По рисунку:   r = R cos φ.
Тогда  V =[image: image187.png]


=[image: image189.png]2nRcosg

~ 274 M/c




Ускорение точки  М :   а =[image: image191.png]


= [image: image193.png]~2-1072

Rcosg



 м/с2
При решении задачи мы использовали геометрический материал: сечением сферы является окружность;  т.к. к любому такому сечению существует перпендикулярный ему радиус сферы, есть формула, выражающая радиус сечения через радиус сферы.
Ответ: [image: image195.png]V~274m/c a 210 %u/c



.
Задача 6
По наклонной плоскости (угол наклона α) скользит вниз брусок массой  m. Найти его ускорение, если коэффициент трения бруска о плоскость  равен  μ.
Решение:

Уравнение движения по закону Ньютона примет вид:

[image: image196.png]



В проекциях оно примет вид:

[image: image254.png]


ОХ:   [image: image198.png]mgy + Ny + Frp = Ma



,   [image: image200.png]



          a = [image: image202.png]mg sin a—uN




OY:   [image: image204.png]Frpy = ma,
+Ny+
mg,




          mg cos α – N + 0 = 0

          N = gm cos α
Получим:  a = [image: image206.png]mg sin a—ugm cos a




Ответ: a = [image: image208.png]mg sin a—ugm cos a




Задача 7
Тело массой [image: image210.png]


  движется вверх по наклонной плоскости под действием связанного с ним невесомой и нерастяжимой нитью груза, массой  [image: image212.png]


. Начальные скорости тела и груза равны 0. Коэффициент трения тела о плоскость μ,  угол наклона плоскости α. Определите ускорение, с которым движется тело и силу натяжения нити. (Блок невесом и вращается без трения)
Решение:

На тело, движущееся по наклонной плоскости, действуют силы:
[image: image255.png]


сила тяжести  [image: image214.png]


 ;

сила натяжения нити  [image: image216.png]


 ;

сила трения  [image: image218.png]


 ;
сила реакции опоры  [image: image220.png]=|



.

На груз действуют силы:

сила тяжести  [image: image222.png]


 ;

сила натяжения нити  [image: image224.png]


 .

По второму закону Ньютона:

[image: image225.png]m g+ Ty + N+ Fry =m,3;




Запишем в проекции на ось ОХ это уравнение:

[image: image226.png]Ty + Mg + Ny + Frp o = myay,




Но  [image: image228.png]Ty, =T, Ny =0, myg, = —m,gsina, F, =





Ускорение груза во всех инерциальных системах одинаково.

Для груза выберем систему координат  [image: image230.png]X/0/Y/



  так, чтобы ось  [image: image232.png]0/Y/



  была направлена вертикально вниз. В этом случае уравнение движения  груза имеет вид:
[image: image233.png]= g+T,
m,a, = m,g




в проекции на ось  [image: image235.png]0/Y/



 :  [image: image237.png]m,g— T = m,a



  (1)
Решим систему уравнений из двух проекций:

[image: image238.png]m,gsina—pN =m,a
m,g—T =m,a




[image: image239.png]- M8~ N —m,gsina
m; +m,




В направлении оси OY  a = 0,  [image: image241.png]N—m;gcosa=0, rae Fy =0




Из последнего равенства получим:  N = mg cos α,  тогда 
[image: image242.png]m,g — m, (sina + pcos a)
2= D287 M (ST HCOS )
m; +m,




Из равенства (1)  найдём  Т = [image: image244.png]m,(g+ a)



.

Задача имеет решение, если  [image: image246.png]S )
ina +  cos

(i

my

m, >



.
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